
Remontée de l'algorithme d'Eu
lideCaroline Pintoux et Hélène ArnaudOn dispose de deux nombres entiers positifs premiers entre eux a > b, et on 
her
heun 
ouple de nombres entiers (u, v) qui satisfasse l'équation :
au + bv = 1.1 Petit rappel sur la division eu
lidiennePar division eu
lidienne, on désigne la division usuelle des entiers, telle qu'on l'ap-prend en primaire, non poussée. Par exemple, la division eu
lidienne de 255 par 7 donne :2 5 54 53 73 6
'est à dire

255 = 7 × 36 + 3.Le nombre 36 est le quotient de la division, et 3 en est le reste.2 Remontée de l'algorithme d'Eu
lidePour deux entiers a > b premiers entre eux, on note a0 = a et a1 = b, et on
ommen
e par e�e
tuer la division eu
lidienne de a0 par a1,
a0 = a1b1 + a2.Le reste de 
ette division est noté a2, et son quotient b1.En e�e
tuant les divisions eu
lidiennes su

essives de an par an+1, on 
onstruit ainsideux suites (an)n et (bn)n d'entiers :

• La suite (an) est 
elle des restes su

essifs des divisions eu
lidiennes : an+2 est lereste de la division eu
lidienne de an par an+1.
• La suite (bn) est 
elle des quotients des divisions eu
lidiennes su

essives : bn+1est le quotient entier de la division de an par an+1.

an = an+1bn+1 + an+2.On peut montrer qu'en pro
édant ainsi, on arrive toujours à ak = 1 pour un 
ertainindi
e k. A 
e moment là, on arrête l'algorithme, et on va pouvoir le �remonter�.Pour remonter l'algorithme et trouver les 
oe�
ients de Bezout (u, v) dans
au + bv = 1,1



on se sert de nos deux suites en gardant en permanen
e a0 = a et a1 = b en éviden
e,et en 
her
hant les 
oe�
ients qui se trouvent devant 
es deux quantités. On part de
1 = ak = ak−2 − bk−1ak−1 et on remonte dans la suite des divisions eu
lidiennes, expri-mant les termes des deux suites en fon
tion des termes pré
édents jusqu'à n'avoir plusque 1 = a0u + a1v.On y verra plus 
lair sur des exemples3 Deux exemples1. Soient a = a0 = 165 et b = a1 = 56. Alors, les divisions eu
lidiennes su

essivess'é
rivent

a0 = 2 × a1 + 53
a1 = 1 × 53 + 3
53 = 17 × 3 + 2
3 = 1 × 2 + 1.La remontée va s'e�e
tuer de la façon suivante :

1 = 3 − 1 × 2
1 = 3 − 1 × [53 − 17 × 3]
1 = {a1 − 1 × 53} − 1 × [53 − 17 × {a1 − 1 × 53}]
1 = {a1 − 1 × (a0 − 2a1)} − 1 × [(a0 − 2a1) − 17 × {a1 − 1 × (a0 − 2a1)}]et après simpli�
ation de la dernière ligne, on obtient

1 = 56a1 − 19a0,don
 u = −19 et v = 56.2. Ave
 a = a0 = 7590 et b = a1 = 1547, on 
her
he à remonter l'algorithmed'Eu
lide suivant
a0 = 4 × a1 + 1402
a1 = 1 × 1402 + 145
1402 = 9 × 145 + 97
145 = 1 × 97 + 48
97 = 2 × 48 + 1,d'où la remontée

1 = 97 − 2 × 48
1 = 97 − 2 × (145 − 1 × 97)
1 = [1402 − 9 × 145] − 2 × (145 − 1 × [1402 − 9 × 145])
1 = [1402 − 9 × {a1 − 1 × 1402}] − 2 × ({a1 − 1 × 1402} − 1 × [1402 − 9 × {a1 − 1 × 1402}])
1 = [(a0 − 4a1) − 9 × {a1 − 1 × (a0 − 4a1)}]
−2 × ({a1 − 1 × (a0 − 4a1)} − 1 × [(a0 − 4a1) − 9 × {a1 − 1 × (a0 − 4a1)}]) ,et on trouve �nalement

1 = 32a − 157b,don
 u = 32 et v = −157. 2


