
Démonstration de la Proposition fondamentaledu 
ryptage RSA.Hélène Arnaud, Caroline PintouxLa 
ompréhension de 
e qui suit né
essite des 
onnaissan
es en théorie desgroupes. Commençons par un petit lemme qui se révèlera très utile :Lemme 0.1. Soient G un groupe �ni d'ordre n et d, e deux entiers tels que ed ≡ 1
mod (n). Alors les appli
ations

G → G
x 7→ xe et G → G

x 7→ xdsont inverses l'une de l'autre.Démonstration : Il s'agit de véri�er que xed = x ∀x ∈ G. Comme ed ≡ 1
mod (n), il existe k ∈ N tel que ed = 1 + kn. Ainsi

xed = x1+kn = x.xkn = x. (xn)k = x,
ar d'après le théorème de Lagrange, xn = 1. On a don
 le résultat voulu. �Notations : Nous disposons de deux nombres premiers p et p. On note
m = pq.Soit G = U(Z/mZ) le groupe des inversibles de Z/mZ. On sait que le 
ardinal de

G est ♯G = ϕ(m) = (p − 1)(q − 1), où ϕ est l'indi
ateur d'Euler. On pose don

n = (p − 1)(q − 1).On 
hoisit en�n e et d tels que
ed ≡ 1 mod (n).
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Proposition 0.2. Les appli
ations
Z/mZ → Z/mZ

x 7→ xe et Z/mZ → Z/mZ

x 7→ xdsont ré
iproques l'une de l'autre.Démonstration : Nous devons véri�er que
xed = x ∀x ∈ Z/mZ (⋆).Soit don
 x ∈ Z/mZ. Nous allons pro
éder par étapes :1. Si x = p̄ dans Z/mZ. Il faut montrer que (p̄)ed = p̄, 
'est à dire que ped ≡ p

mod (pq).
• Il est 
lair que ped ≡ p mod p (
ar ped − p est divisibe par p).
• Soit p̃ la 
lasse de p dans Z/qZ. Comme p et q sont premiers entre eux,
p̃ ∈ U(Z/qZ). Or ed ≡ 1 mod ((p − 1)(q − 1)), don
 a fortiori ed ≡ 1
mod (q − 1). On peut don
 appliquer le lemme à G = U(Z/qZ), 
e quidonne que (p̃)ed = p̃, 
'est à dire que ped ≡ p mod q.On a don
 montré que ped ≡ p mod p et ped ≡ p mod q. Or p et q étantpremiers entre eux, 
ela implique (
onséquen
e du théorème de Gauss) que
ped ≡ p mod (pq), 
e qu'il fallait démontrer.2. Si x = q̄ dans Z/mZ, alors qed

≡ p mod (pq) par symétrie des r�les de p et
q, 
'est à dire xed = x.3. Si x et y véri�ent (⋆), alors xy également. En e�et, 
omme xed = x et
yed = y,

(xy)ed = xedyed = xy(tout est 
ommutatif).4. D'après le lemme, (⋆) est véri�ée pour tout x ∈ U(Z/mZ) ⊂ (Z/mZ)(puisque 
e groupe est d'ordre n).Montrons maintenant que (⋆) est véri�ée pour tout x ∈ Z/mZ. Soient x ∈ Z/mZet a ∈ Z tel que x = ā (dans Z/mZ). Alors a se dé
ompose sous la forme
a = pαqβb, α, β ∈ N, b ∧ (pq) = 1.Alors

x = ā = (p̄)α(q̄)β b̄.

• On a vu que p̄ véri�e (⋆) et don
, d'après 
e qui a été dit 
on
ernant leproduit d'éléments véri�ant (⋆), (p̄)α véri�e (⋆).
• De même, (q̄)β véri�e (⋆).
• En�n, 
omme b ∧ (pq) = 1, b̄ ∈ U(Z/mZ), et b̄ véri�e (⋆).Con
lusion : x s'é
rit 
omme produit d'éléments véri�ant (⋆), 
e qui prouve que

x véri�e lui même 
ette relation, 
'est à dire que xed = x dans Z/mZ. �2


